NTWICKLUNG VCN VERSTANDNIS FUR DEN BEGRIFF DES INTEGRALS
HEINRICH BURGER (UNIV. WIEN)

ie kxann sich "Verstindnis" fur einen Begriff AduBern?

wenn ein Mensch feststellt, dab er einen Sachverhalt "verstanden”

nat, dann kxann dies Unterschiedliches bedeuten, wie die beiden

folgenden Beispiele zeigen.

_ Eine Schilerin stellte fest: "Das Bruchrechnen verstehe ich.”
Damit meinte sie, daB sie weif, wie man mit Briichen rechnet,
und daBp sie solche Rechnungen auch durchfiihren kann.
Verstandnis in diesem Sinn kann als die Kenntnis eines
landlungsablaufes und die Fahigkeit zu dessen Durchfuhrung
angesehen werden.

-~ Ein Erwachsener stellte fest: "Ich habe nie verstanden, warum
(-3)+ (-4) = 12 ist." Im Gesprach stellte sich heraus, dap er
diese Rechnung weder mit einer Umwelterfahrung noch mit
irgendeiner anderen “Vorstellung" verbinden konnte.
Verstindnis in diesem Sinn kann als die Fahigkeit angesehen
werden, einen Sachverhalt zu vorhandenem Wissen in Beziehung

zu setzen.

Verstiandnis fir einen mathematischen Sachverhalt bzw. Begriff zu
arlangen, ist vielfach ein Bediirfnis der Schiiler, das ersicht-
lich in sehr subjektiver Weise erfiullt werden kann. Andrerseits
vird di2 Entwicklung =2ines moglichst vialseitigen VYerstandnisses
Sy pathematische 3egrifiz baw. 3achvarhalte als ein wichtiges
i3l 423 Mathematikunterrichtes angesehan, das haufiqg iber die

il lung subjektiver Dedurfnisse ainzelnar Schiilar hinausgeht.

~aht man davon aus, daB “"VYerstindnis" zwar nicht unmittelbar

sstastallbar ist, dap sich aber Varstandnis in der Fahigkeit
qudern kann, gewisse Handlungen ausfihran zZu kénnen, dann kann
man diese Handlungen als Ausprdagungen von Verstiandnis ansehen.
*n den Didaktischen Grundsitzen des Sstarreichischan Lehrplans
Jiir den Mathematikunterricht an AHS werden in diesem 3Jinne

varschiedane Ausprigungen bzw. Formen von Verstandnis angefiihrt:




"Das Verstandnis fir einen Begriff kann sich darin aufern, dap
man verschiedene Darstellungen geben kann, daf man inner—- und
aupermathematische Verstellungen mit dem Begriff verbinden kann,
dap man theoretische Beziehungen zu anderen Begriffen herstellen
kann, daf man formale Operationen, Argumentationen sowie
Anwendungen durchfiihren kann und daf man Angaben zu Sinn und

7weck eines Begriffes machen kann."

Damit Schiiler solche Handlungen ausfuhren k6nnen, missen ihnen
im allgemeinen Aufgaben geste1lt werden, bel denen sie diese
Handlungen, gegebenenfalls auch in verschiedenen Variationen und
Situationen, durchfithren missen. Dabei ist einerseits 2in hohes
Map an Selbsttdtigkeit der OSchiller notwendig, andrerseits sind
Informationen und Hilfen des Lehrers erforderlich. Dariiber
hinaus sollten wesentliche Aspekte bewupt gemacht werden.
Verstandnis kann zumeist nicht in vollig eigenstindiger Weilse

erworben werden.

In welchen Formen bzw. durch welches Wissen und welche Fahig-
keiten kann sich das Verstandnis von Schilern fir den Begriff
des Integrals dufern? Dazu sollen im folgenden Moglichkeiten
aufgezeigt werden, die mit den Lernzielen des Lehrplans

korrespondieren. Ferner werden fallweise auch Vorschlﬁge fir

Zugdnge im Unterricht gemacht.

Elementares Wissen uber Integral und Stammfunktion

Zine a2lementares (triviales?) Verstandnis Xxann sich in dem
Wissen dubern, daB das Integral =ine reelle Zahl, eine
stammfunktion hingegen eina Funktion ist, und in der fFihigkeit,

1ieges Wissen an Beispielen zu illustrieren. Etwa am Beispilaei
3
- . : 2 2 ) :
Jer Funktion f mit f£(x)=x": das Integral [x dx = 9 ist eine
o

b: ]
Zahl, die Funktion F mit F(x)= %— ist eine Stammfunktion.
Auch das Wissen, dap mit ff(x)dx die Menge aller Stammfunktion

bezeichnet wird, kann hier angefiihrt werden.




Berechnen von Integralen mit Stammfunktionen

Folgende Handlungen konnen als Auspragungen von Verstandnis

angesehen werden:

3 3 3
‘e . . . 2
- Durchfiihren von Berechnungen. Beispielsweise: [x"dx = §~ =, ..
o ]

o
(Die Fahigkeit, Integrale mit nichtelementaren Integrations-

methoden berechnen zu konnen, etwa mit der Methode der
partiellan Integration, ist nicht Ausdruck eines tieferen

Veratandnisses fiir den Begriff des Integrals.)
~ Yerbales Beschreiben der Berechnungsmethode
b
~ Formales Beschreiben. Etwa: F'=f =» [f = F(b)-F(a)

- Angeben von Voraussetzungen. Etwa: f muf stetig sein.
Integral als Flicheninhalt

Auspragungen von Verstandnis:

-- Zeichnen der Flache, die durch ein Integral berechnet werden
kann.

- Berechnen von Flacheninhalten.

-~ Wissen, unter welcher Voraussetzung ein Integral gleich einem
Flacheninhalt ist: Erkennen, wenn ein Integral nicht Inhalt

3
einer Fldache ist (z.B. [(x -1)dx ).
: [0 ]

- Wisgen, dap mit Hilfe des Integrals der Begriff des Flachen-

inhaltes definiert werden kann.

Berechnen von Yolumina

Augpridgungen von Verstdandnis:
- Berechnen der Volumina von Rotationskorpern unter Verwendung
b 4
A ) 2 2
der Formein V = fy"dx und V = [x"dy.
a c

- Erklaren bzw. Begriinden dieser Formeln.
{Dies setzt allerdings das im folgenden behandelte Verstandnis
des Integrals als einer Zahl, die aus Summen von Produkten

hervorgeht, voraus.)




-~ Aufstellen von Formeln zur Berechnung des Volumens von Korpern.
Beispielsweise: Formel zur Berechnung des Volumens einer
Pyramide.

Integral als Ergebnis eines Grenzprozesses ausgehend von Summen

Auspragungen von Verstandnis:

- Anschauliches Darstellen, allenfalls verbunden mit einer

verbalen Darstellung. Beispislsweise:
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- Naherungsweises Berachnen von Integralen mit Unter-—, Ober-

aoder Zwischensummen.

—~ Formales Beschreiben von Unter—, Ober—- oder Zwischensummen.
stwa Darstellen wvon Unter— und Obersummen einer in einem
Intervall [a,b] streng monoton fallenden Funktion bel
Zerlegung des Intarvalls in 4 oder n gleich lange T=il-
intsrvalls der Lange Ax und den Zerlegungspunkten
A=Xg, Xg» Xz» «+0s Xp=Db:

U = £(x,) Ax + [(xXp) AX + [(Xg) ax + f(x,) AX
O = f(xo) Ax + £(x,) Ax + f(xz) Ax + f[(xXg) 4xX bzw.




U = f(x)Ax + f(x)-ax + ... + £(X,) 8%

0 = f(Xg) Bx + f(x)-8x + ... + £(X%X,,) AX
- Beschreiben des Grenzprozesses.

Etwa:

Der Unterschied 0-U zwischen Ober- und Untersummen wird
beliebig klein, wenn n genigend grop ist.

Oder:

Fiir jede Zahl >0 gilt:

0-U = [£(xo)—f(xa] Ax = [£()-f(D]- 22 ¢ e o

[f(a)-f(b)]- (b-a)
©

& n >
Oder:
Die aus Unter— und Obersummen gebildeten Zahlen konvergieren
gegen denselben Grenzwert.

Bemerkung: Diese Beschreibungen des Grenzprozesses koénnen im
Unterricht durch naherungsweise Berechnungen in Verbindung mit
Genauigkeitsuntersuchungen vorbereitet werden. In Beispielen mit
vorgegebenen Funktionen kann etwa untersucht werden, in wie
viele Teile sin gegebenes Intervall zerlegt werden mup, damit
0-U ¢ 0,1 oder 0-U < e ist [Biirger 1992, S. 18,19].

Integral als formaler Begriff

Mogliche Auspragungen von Verstandnis:

- Beschreiben bzw. Definieren des Integrals gestitzt auf eine
algebraische Definition von Unter—, Ober- oder Zwischensummen,
jedoch cohne Rickgriff auf anschauliche Deutungen.

Etwa: Die Funktion f sei im Intervall (a,b] definiert,

die Zahlen Xg,Xy.Xz,...,%Xy 3€1ien Zerlegqungspunkte von [a,bl.
ferner sei x,' eine Minimumstelle von f in [a,b] und

AX; = Xi—Xi.q-

Dann heift U = f(x,')-Ax, + f(xz')-Axz+ ... + £(X,') Ax,

die Untersumme von f in [a.bl,
b

Das Integral [f ist jene Zahl, die zwischen allen Untersummen
a




und allen Obersummen von f in (a,b} liegt. Also: U = ff =0
fiir alle Untersummen U und alle Obersummen O von f.

- Angeben von Voraussetzungen fur die obigen Definitionen.
Etwa: Beschranktheit, Monotonie oder Stétigkeit von £ in {a.Db])
als Voraussetzungen fiir die Existenz von Unter- bzw. Ober-
summen. Monotonie oder Stetigkeit von f in [a,b] fiir die
Existenz des Integrals.

- Angeben von Beigpielen, die zeigen, dap Pei Fehlen solcher
Voraussetzungen, die Existenz nicht gesichert sein muf.

Bemerkungen:

Um den Begriff des Integrals moglichst vielfaltig deuten zu
konnen (beispielsweise als Arbeit oder als Volumen) und ent-
sprechend anwenden zu konnen, ist es notwendig, daf dieser
Begriff nicht auf spezielle Deutungen, vor allem nicht aus-
gchlieBlich auf die Deutung als Flacheninhalt, fixiert ist. Das
Erfassen der abstrakten mathematischen Struktur des Integral-
begriffes scheint eine wesentliche Voraussetzung fur neue
Interpretationen und Anwendungen zu sein.

Selbstverstindlich kann der Begriff des Integrals abweichend

von dem obigen Vorschlag mit geringerer Prazision oder in
anderer Weise beschrieben bzw. definiert werden. Eine Definition
als Grenzwert von Zahlenfolgen von Unter- bzw. Obersummen oder
2ine Definition als Supremum der Menge aller Untersummen sind
Beispiele fiir weitere Definitionsmdglichkeiten. Wesentlich

ist, dap mit dem Integral die Vorstellung einer Zahl verbunden
ist, die Jdurch Unter-, Ober— oder Zwischenawumen mit peliebiger

senauigkeit approximiert oder festgelegt werden kann.

Ein Zugang =unm forrmalen Integcealsz2griff (3Urger 1992, 3.11-231:

Die Geschwindigkeit oines Kérpers zum Zaitpunkt t sel {ur 0st<3

durch v(t) = tig

Weges, den der Korper im Zeitintervall {0:3] zurlcklegt.

gegaben. Cesucht ist die Lange w(0:3) d2s

Abgchitzungen fiir w(0;3) erhalt man durch Berechnung von Neg—

langen bei Annahme von gleichfdormigen Bewegungen.




viirde sich der Korper im Intervall [0;3]) mit der kleinsten
Geschwindigkeit v(3)=2 bewegen, wiurde er einen Weg der Lange
v(3)-3 zuricklegen; bei Bewegung mit der gréBten Geschwindig-
keit v(0)=5 wiirde sich die Weglange v(0)-3 ergeben. Somit erhalt
man: v(3):3 £ w(0;3) = v(0)'3 bzw. 6 < w(0;3) = 15

Eine genauere Abschatzung erhidlt man durch Zerlegung des Inter-
vaiils (0:3] in Teilintervalie und Berechnung der Weglangen bei
iaweils kleinster bzw. grédfter Geschwindigkeit in den Teil-
intervallen. Bei Zerlegung in 3 gleichlange Teilintervalle der
l.ange 1 ergibt sich dann:

v(1)-14v(2) -1+v(3) -1 s w(d;b) < v(0)-1+v(1) 1+v(2)'1

Auf diese Weise erhdlt man "Untersummen” und "Obersummen" als
Schranken fur w(0;3). Nach weiteren numerischen Berechnungen,
die zu genaueren Einschrankungen fiihren und auch mit Computern
durchgefiihrt werden kénnen, kann man allgemeine Formeln fur
Untersummen und Obersummen bei einer Zerlegung von [0:3] in

n gleich lange Teilintervalle der Lange At = % aufstellen:

U = v(t) At + v(tz)-At + ... + v(t,) At
0 = v(tg) At + v(t,)-at + ... + v(t, ) At

Aus diesen Formeln ergibt sich:
0-U = [v(tg)-vit,)] At - %

Aus dieser Beziehung kann ermittelt werden, in wiele Teile (0;3]
zerlegt werden mup, um w(0,3) mit einer vorgegebenen Genauigkeit
berechnen zu konnen. Beispielsweise:

0-U = 2 = 0,01 =+ n = 900
Farner eraibt sich, dad die Differenz beliebig klein gemacht
ierden kann:

O-U = 2¢e w» n >2
n e

Wann man nun den Inhalt der Flache unter dem Graphen der
10

X+ 2
ven Inhalten von Rechtecken, die iber gleich langen Teilinter—

funktion £ mit f({x%) im Intervall [0;3] durch Berechnung
vallen von [0;3] errichtet werden, abschatzt, dann erhalt man
die gleichen numerischen Ergebnisse und vodllig gleichartig

gebaute Formeln flr Unter- und Obersummen wie bei der




Abschatzung der Weglange w(0;3) fiir die Geschwindigkeits-

. ) 10
funktion v mit v(t) = oo

Dieses Beispiel und gegebenenfalls noch weitere analoge Beipiele
zeigen, daPp es sinnvoll sein kann, Unter- und Obersummen formal
zu definieren und letztlich einen formalen Integralbegriff, los-
gelost von anschaulichen oder inhaltlichen Deutungen, zu unter-—

suchen.

Deuten und Anwenden des Integralbegriffs

Auspragungen von Verstandnis:

- Deuten des Integrals als Flacheninhalt, als Weglange, als
Arbeit, als Volumen,
(Dabei werden Flacheninhalt, Wegldange, ... als undefinierte,
aber intuitiv vertraute Begriffe angesehen.)
- Definieren von Begriffen mit Integralen.
(Dabei kann es sich auch um intuitiv vertraute Begriffe, wie
Flacheninhalt, Weglange, ... handeln.)
- Beschreiben eines Musters, nach dem die genannten Deutungen
bzw. Definitionen erfolgen konnen.
BEtwa:
Ausgegangen wird von einer Formel der Form Z = Y-X, wobei
Y und X vorgegebene (konstante) Grofen sind. Beispielsweise:
A = h-1l 8 = v-t W = F-g V=Gh
(Rechtecksinhalt) Wegldnge) (Arbeit) (Zylindervolumen)
NMun wird untersucht, wis die Gréfe 2 berechnet bzw. d=finiart
wardsn Xann, wenn Y nicht konstant ist, also durch sine (nicht
konstante) Funktion beschriesben werden kann, die in einam
intervall {[a,b]l mit :ler Linge b-a = X definiert ist:
N variabel v variabel F variabel 3 variabal
b-a = 1 b-a = t b-a = g5 b—a = nh
Unter-~ und Obersummen dieser Funktion %o6nnen dann zur
Approximation der Grdpe Z, das Integral der Funktion in {a.bl]
kann zur Berechnung bzw. Definition von 2 herange2zogen werden.
~ Seschreiben des Zusammenhanges zwischen Integral und Mittal-

wert .




Zusammenhang zwischen Integral und Stammfunktion

Zin instrumentelles Verstandnis dieses Zusammenhanges, das sich
im wesentlichen darauf beschrankt, dap Integrale mit Hilfe von
Stammfunktionen berechnet werden konnen, wurde bereits
rehandelt. Ein vertieftes Verstandnis kann sich in der Fahigkeit
iufern, die beiden folgenden Satze begriinden zu koénnen und sie

anwenden zu konnen.

atz 1: Ist f stetig in (a,.b]l und F eine Stammfunktion von I,
b
dann gilt: ff = F{(b)-F(a).

e 3

o

Satz 2: Ist f stetig in {a,b]., dann 1st die Integralfunktion
x

I1: x+— ff eine Stammfunktion von f.
a

5atz 1 kann zur Berechnung von Integralen mit Stammfunktionen
dienen., Satz 2 gichert die Existenz von Stammfunktionen fir
stetige Funktionen und ermoglicht die Berechnung von Werten

einer Stammfunktion mit Unter-, Ober- oder Zwischensummen.

Im folgenden werden zwei Moglichkeiten fiir Begrindungen aufgezeigt,
die aber auch weniger prazise und damit kiurzer durchgefiihrt

werden konnten.

l. Begrindungsmoglichket t:

dei dieser Begrindung wird der Mittelwertsatz der Differential-
rachnung verwendet: Ist eine Funktion F differenzierbar in
[a,0]. lann gibt 28 3ine Stealle p=la,bl, 3o0daf gilt:

Frip) e rlp)-r(a)

0-a
Dabel wivd nicht vorausgesatzt, daB di=ser 5atz bewiesen werdan

28, wohl aber dad er an 21iner Zelchnuny =2riautert werden kann,
Jegrindung von Satz L |
Ja F'= [ ist, gilt fur eine beliebigs Zwischen3summe:

3 m F(R) A% F £(Xp) A%, + ... + £(X,) Bx, =

= F'(Xy) A%, + F'(Xp) Axy + ... + F'(X,) Ax,
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Dabei kann X, eine beliebige Stelle aus dem Teilintervall
[X;-4.%i] sein. Man kann somit X, so wahlen, daB nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt:

- F(xi.)—F(xL—L_)_
Xy =Xy -1

F'(x) bzw. F' (%) 8% = F(x)-F(x4)

Damit erhidlt man folgende Zwischensumme:
5 = [F(x)-F(xg)] + (F(xp)=F(xg)] +...+ (F(xy)=F(Xpn-g) 1 =
= F(x,)-F(xg) = F(b)-F(a)

Daraus erkennt man, dap bei jeder Zerlegung von [a,b] eine
Zwischensumme gefunden werden kann, die den konstanten Wert
F(b)-F(a) hat. Fir jede Zerlegung ist aber die zugehorige
Untersumme kleiner-gleich jeder zugehdrigen Zwischensumme.
Damit gilt fir jede Untersummen U: U € F(b)-F(a). Analog gilt
fiir jede Obersumme O: F(b)-F(a) = 0.

Somit gilt fir alle Untersummen U und alle Obersummen O:
U £ F(b)-F(a) = O

Ebenso gilt fir alle Untersummen U und alle Obersummen O:
b
us ft=o0
a
Da f stetig in [(a.,b] ist, gibt es nur eine Zahl, die zwischen
allen Unter~ und Obersummen von f in {a,b] liegt. Also gilt:

b
ff = F(b)-F(a) a

Begriindung von Satz 2:

Piir die Integralfunktion I und fiir eine beliebige Stammfunktion
o

F von f gilt nach Satz 1: I(x)= [f = F(x)-F(a).
(9

Die Funktionen I und F unterscheiden sich also nur um 2ine

additive Konstante. Somit ist auch I aine Stammfunktion von f. o

2. Begrindungsmoglichket t:

x
fei dieser Begriindung wird die Deutung des Integrals Jf als

a

Inhalt der Fliache unter dem Graphen von f im Intervall {0;x]

verwendet .
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Begriindung von Satz 2:

Fur den Differenzenquotienten der Integralfunktion I gilt:
I(z)-I(x) _ 1 (% _ 7 o1 3
=l A UL L |
a a x

Der Flacheninhalt, der dem Integral

Jf entspricht, ist annahernd gleich /};,
dem Flacheninhalt des Rechtecks mit
den Seitenlangen (z-x) und f(x), \\N“~———”/,.L,
also: e

z L = fix)| - |flz)

Jf = f(x):(z-x) bzw. E:;-ff x f(x) N

<a x

0 a x Z

Da f stetig ist, also igw f(z) = f(x)
ist, kann daraus geschlossen werden:

I(z)-T(x)

-4
13m z-X .{f " E(x)

Also: I'(x) = f(x) o

(Die letzten Schritte dieser Begriindung koénnen bei Verwendung
der Grenzwertdefinition exaktifiziert werden.)

Begrindung von Satz 1:

Da die Integralfunktion I eine Stammfunktion von f ist, gilt fiir

jede weitere Stammfunktion F von f:

I(x) = F(x) + C

a
Daraus und aus [f = 0 folgt:

b
Jf = I(b) = I(b) ~ I(a) = [F(b)+C] - (F(a)+C] = F(b)-F(a) o

a
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